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In this paper we show that there are, up to isomorphisms, exactly 15 totally 
imaginary eight-degree number fields having a discriminant smaller than 1656110. 
The proof of this result was obtained in the following manner: For each totally 
imaginary eight-degree number field with a discriminant smaller than 1656110. we 
constructed a polynomial, one root of which was a generator of the number field. In 
order to circumscribe the number of polynomials to be studied, we used, on the one 
hand, methods issuing from the geometry of numbers and on the other, the method 
developed by Odlyzko. Poitou, and Serre for the determination of lower bounds for 
discriminants. ( 1987 Academic Prw. Inc 
Nous prouvons dans ce travail qu’il existe, a isomorphisme pres, exac- 
tement 15 corps de nombres totalement imaginaires de degre 8 de dis- 
criminant plus petit que 1656110. Tous ces corps sont euclidiens et ont tte 
decouverts par Lenstra [9]. 
Pour demontrer ce resultat nous avons construit explicitement tous les 
corps totalement imaginaires de degrt 8 et discriminant < 1656110, chaque 
corps etant defini par la donnee dun polynbme dont une racine engendre 
le corps sur un sous-corps convenable. 
Comme l’ont fait la plupart des auteurs ayant etudie le probleme de la 
determination des discriminants minimaux nous avons utilise largement des 
inegalites obtenues par des methodes geometriques dans le but de limiter le 
nombre de polynomes qu’il faut prendre en consideration (cf. [ 121 qui con- 
tient, en plus, une bibliographie complete sur cette question). 
La nouveaute de notre demarche reside dans le fait que nous employons 
aussi les methodes de minoration de discriminants avec corrections locales 
d’odlyzko, Poitou, et Serre [14]. Cette utilisation des methodes analyti- 
ques, qui nous a Cte suggerte par J. Martinet et dont nous nous sommes 
deja servis dans la recherche des petits discriminants des corps de degre 7 
ayant une place reelle [2] ou trois places reelles [3], conduit a des sim- 
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plifications importantes dans les calculs. 11 devient des lors possible de ne 
pas se borner a la recherche du seul discriminant minimal pour un type de 
corps donne et de dresser la liste complete des corps de ce type dont le dis- 
criminant est plus petit, en valeur absolue, qu’une constante dont la valeur 
numerique depend de l’importance de la contribution des corrections 
locales aux minorations de discriminants et des contraintes imposees par la 
duke des calculs. 
A cet Cgard il serait peut-etre inttressant de revoir a la lumiere de cette 
nouvelle technique le cas des petits discriminants des corps quintiques [S] 
et sextiques [ 133. 
On sait que l’hypothbe de Riemann gtneralisee (GRH) conduit a des 
minorations de discriminants bien meilleures que celles obtenues dans le 
cas inconditionnel. Bien que la validitt de GRH n’ameliore en rien, a notre 
connaissance, les inegalitts deduites par les mtthodes geometriques, il nous 
semble raisonnable [3] de conjecturer qu’il existe, a isomorphisme pres, 
exactement 25 corps de nombres totalement imaginaires de degre 8 et dis- 
criminant plus petit que 1954287. Parmi ces corps 24 ttaient deja connus et 
on trouve leur description soit dans la table de corps euclidiens de Lenstra 
deja citte, soit dans celle de Leutbecher et Martinet [lo]. Le nouveau 
corps est celui de discriminant 1750329, cloture galoisienne du corps 
6&/m) d e d’ iscriminant 189 [4]. A. Leutbecher a demontre au 
moyen des mtthodes d&rites dans [lo] que ce corps est aussi euclidien. 
La presence possible de sous-corps non triviaux a dO etre Ctudiee. Nous 
avons traite de man&e tout a fait differente les extensions quartiques 
relatives des corps quadratiques et les extensions quadratiques relatives des 
corps quartiques. Dans le premier cas nous avons utilise la generalisation 
du theoreme de Hunter et Pohst [ 131 donnle par Martinet [ 121 qui est 
plus commode et probablement plus efficace que la methode de Pohst [ 131 
laquelle fait intervenir les minima successifs des formes quadratiques. Pour 
traiter le second cas nous avons preferi: l’emploi de la theorie du corps de 
classes et les calculs correspondants ont Cte effect& sans l’aide de l’or- 
dinateur mais en faisant encore appel aux minorations de discriminants 
avec corrections locales. 
L’ttude des corps quartiques nous a conduit a la determination du nom- 
bre de classes d’ideaux, au sens ordinaire et au sens restreint, de tous les 
corps de degre 4 dont la valeur absolue du discriminant est plus petite que 
1398, resultat qui, a notre connaissance, n’avait pas tti: Ctabli auparavant. 
Signalons, pour terminer, que dans une grande partie des calculs realists 
(y compris ceux que nous n’avons pas decrits explicitement dans ce travail, 
comme par exemple la recherche de relations entre les racines de 
polynbmes qui delinissent un m&me corps), nous avons suivi plus ou moins 
en detail les methodes d&rites dans [12] et, de ce fait, [ 123 est une 
rkfcrence constante que nous avons omis, parfois, de signaler. 
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Je tiens a remercier J. Martinet de m’avoir envoye son manuscrit [ 121 
tant utilist, de m’avoir initie a l’emploi pratique des techniques du corps de 
classes et de m’avoir aide a surmonter les diffkultes rencontrees au tours de 
mes calculs. 
1. NOTATIONS 
Soit K un corps de nombres de degre n et de signature (r, s) avec 
r + 2s = n. On designe par d, le discriminant et par Z, l’anneau des entiers 
de K. 
Pour tout entier 0~ Z, on note f3r,..., 8, ses conjugues reels et 
0 , + I 7*.., 0 f%+sC1=R+,,..., *+A-, 8, = 6, + s ses conjugues complexes, 
On Ccrit P(x, 0) ou plus simplement P(x) pour designer le polynome 
P(x)= fi (X-e;)=Xn+.,xn-‘+ .‘. +a,, 
r=l 
polynome qui est irrtductible sur Q lorsque 0 est un Clement primitif de 
l’extension K/Q. 
On utilisera souvent les fonctions symetriques 
s,= s,(e)= i em pour mEN 
i=l 
ainsi que les relations entre ces fonctions et les coefficients de P(x): 
s,= -a, 
m-l 
S,= -ma,- C a,Smpi pour l<m<n 
i= I 
S,= - i aiS,,_ ; pour m >n. 
i= I 
(1) 
On etend la definition des S, a tout m E Z en posant So= n et 
s-,(e) = S,( l/w). 
Le discriminant de P(x) peut &tre calcule a l’aide du determinant: 
so s1 ... s,.-1 
d, = 
s, s, ... s, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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mais pour des raisons pratiques now avons utilise la formule suivante: 
s_, Km+, ... so ..’ Sem+“-, 
dp=(-l)““a,” s-m+* s--m+2 ... s, ... Llfl . 
(2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
i- m+n-, SLf” .‘. sn-1 ... s2n-2-m 
Si P(X) est irreductible et K est le corps engendre sur Q par une racine 
de P(x) on a dp/dK E Q , *2. lorsque I3 est entier dans K on a, en plus, 
P(x) E Z[x] et d,/d,e Z*2. 
Supposons maintenant que le corps K contient un sous-corps k de degre 
[k: Q] = n’ et soit 8 un entier de K tel que K= k(8). Dans ces conditions 19 
est racine d’un polynome irreductible II(x) E Z,[x] de degre n/n’. Si l’on 
designe par ki, i= I,..., n’ les conjugds du corps k et par n,(x) les con- 
jugues correspondants de n(x), on a une factorisation sur k de P(x) de la 
forme 
On introduit les fonctions symetriques relatives 
C, = TrKjk(@“) pour rn~fV 
et on a des relations analogues a celles de (1) entre ces fonctions symetri- 
ques et les coefficients de n(x). 
On utilisera souvent la fonction C, = TrKIk(0) et on designera tout sim- 
plement par Tri(8), i= l,..., n’ les n’ conjugub de Z, sur Q. 
Le corps k &ant encore un sous-corps de K de degrt n’, on a une relation 
entre les discriminants de K et k de la forme: 
IdA = lW”%,d~), 
oti 6 est un ideal de k (le discriminant relatif) et N,,, designe la norme 
absolue dans l’extension k/Q. 
Un theoreme classique de Stickelberger ttablit la congruence 
d,=O, 1 (mod4) 
et un rtsultat de Martinet [l l] affrrme que si s’ est le nombre de places 
complexes de K dont la restriction a une place de k est reelle on a aussi 
N,,,(i+O, (-1)“’ (mod 4), (3) 
6 &ant encore le discriminant relatif de l’extension K/k. 
38 F. DIAZ Y DIAZ 
2. UTILISATION DES M~THODES GBOMETRIQUES 
On plonge K dans R’ x @” par 
0~ oh,..., e,, orfl,...r er+.s) 
et on identifie chaque facteur @ avec R2 au moyen de la correspondance 
a+b&ik+(a+b,a-b). 
L’anneau Z, se transforme ainsi en un rtseau de R” (que nous 
noterons M) de discriminant Id,\. Le carrt de la distance euclidienne de R” 
est une forme quadratique dttinie positive qui prend la valeur C;= 1 )8J2 
sur le point de A4 correspondant a l’entier 6 E K. 
Pour chaque m E H - (0) on considere la fonction 
dtfinie par l’expression 
on a en particulier T?(8) = C;= I )8,( 2, qui co’incide avec la forme quadrati- 
que associte au reseau M. 
Les mtthodes geometriques (cf. [ 121) donnent une majoration de T2(0) 
en fonction de la valeur du discriminant de K: 
TH~OR&ME 1. Soit K un corps de nombres de degre n contenant un sous- 
corps k de degre n’. I1 existe un entier 0 E K, 8 $ k verifiant Pinegalitt: 
(4) 
(ou yP est la constante dHermite pour la dimension p, les Tri(8) ayant PtP 
d&f&ties au paragraphe precedent). Cette inegalite est valable pour tout 
element de K de la forme 8 - a ou ~0, ou a est un entier de k et u une racine 
de funit de k. 
Le cas particulier de ce theoreme correspondant au sous-corps trivial 
k = Q est le theoreme de Hunter et Pohst [ 131: 
COROLLAIRE. Tout corps de nombres K de degre n contient un entier non 
rationnel 9 vertfiant les inegalites: 
T,(O) d (Tr,,(0))*/n + ynmm, Id,/nl”‘“-” 
0 d Tr,,(B) d n/2. 
(5) 
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A I’aide des majorations de T,(8) et Tr,,(8) deduites de (5) on obtient: 
S,(e) = -a, = Tr,,,(8) et IW~)l d T2(@. 
Puisqu’on a, en general, IS,,,(e)( < T,,,(8) pour m E H - (01, on cherche a 
majorer les fonctions T,(B); le thtoreme suivant, dG a Pohst [13], indique 
une man&e de trouver ces majorations: 
THbRfiME 2. Soient T et N deux constantes positives vthyiant 
( T/~I)~/’ 3 N. Alors la fonction T,(.Y, ,..., x,) = C”= 1 x7, m E Z - (0, 2}, 
possPde un maximum absolu sur le compact 
S= (x, ,...,. x,)ER” t x;<T; fi xi=N; 
i 
x,20 pour i= l,..., n . 
i= I i= I I 
Ce maximum est atteint en un point (y, ,..., y,) E S ayant deux coordonnkes 
dljjfkrentes au plus. 
La man&e de calculer effectivement ces maxima pour les fonctions 
T,(B), m E Z - {0,2$ est d&rite aussi dans [ 133: 
Pour chaque valeur entiere de t (1 ,( t <n) on cherche la plus petite 
racine positive (notte y, ) de l’tquation 
t(y-“N)“‘+(n-t) y2- T=O; 
alors, pour chaque m E Z - {0,2 } on a: 
T,(e) 6 ,y;2,x, (t(y-“N)“” + (n - t) y;l>. 
Remarque. Si la signature de K est (0, n/2) on ne prend en con- 
sideration que les valeurs de t paires dans I’intervalle 1 < t < n. 
3. SIMPLIFICATIONS OBTENUES PAR LA MJ?THODE DE MINORATION 
DE DISCRIMINANTS D'ODLYZKO, POITOU, ET SERRE 
A partir de maintenant nous ne prendrons en consideration que le cas ou 
K est un corps de degre 8 totalement imaginaire ayant un discriminant dK 
plus petit qu’un certain entier d dont now tixerons la valeur numcrique ci- 
dessous. 
Les tables de minoration de discriminants [l] indiquent que l’on a 
dKa 1052356. On peut ameliorer cette inegalite si Ton connait la decom- 
position en ideaux premiers de K des petits nombres premiers: il s&it de 
faire intervenir dans le calcul de la minoration la contribution correspon- 
dant aux corrections locales [ 141. 
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Supposons que le nombre premier p soit divisible par un idCal premier de 
K de norme q=p /: On obtient alors les minorations suivantes pour les 
valeurs de p et q indiqukes: 
P 4 minoration 
2 2 3319344 
3 3 2403157 
2 4 1930695 
5 5 1656110 
1 I 1361652 
Fixons d= 1656110. On a dtmontrk le rtsultat suivant dans l’tnonct 
duquel u,(a) dksigne l’exposant du nombre premier p dans la dtcom- 
position de a en facteurs premiers: 
LEMME 1. Soit K un corps totalement imaginaire de degrt? 8 avec d, < d. 
Si 6 E K est un entier de norme absolue a, alors: 
(i) u*(u) = 0 ou u?(u) > 3, 
(ii) v,(a) = 0 024 v,(a) > 2 pour p = 35 
Fixons plus particulikrement l’attention sur les idtaux premiers de K au- 
dessus de 2 et dtsignons par P(x) le polynbme irrkductible d’un entier 
primitif 8 de K. On a: 
LEMME 2. La d&composition de P(x) en produit de facteurs irrkductibles 
dans F,[x] correspond nkessairement ci l’un des types suivants (l’indice de P 
indique le degrt du polyndme) : 
(0) IrrPductible. 
(1) P3(x). P,(x); P4(x). Pk(.x); cp&)1’; C&(x)1”; P4(x). CP*(x)l’; 
[P*(x) . P;(x)] 2. 
(11) P,(x). IIPAx)13; P3b). cpl(x)15; P4b). Mx)l”; ChWl”~ 
W2(x)12; CPl(XH". 
Le corollaire suivant est une conskquence immtdiate du lemme 2: 
COROLLAIRE. (a) Si P(x) est de type 0 ou I on a: 
P(O)-P(l)zP(-l)zl (mod 2). 
(b) Si P(x) est de type II on a au moins fune des congruences suiuantes: 
(i) P(0) = 0 (mod 8) 
(ii) P(l)-P(-1)-O (mod8). 
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4. DESCRIPTION DES CALCULS 
On designe toujours par K un corps de nombres totalement imaginaire 
de degre 8 et discriminant dK < 1656110. 
Dans ce paragraphe nous nous occupons exclusivement des corps K 
engendres par la racine d’un polynome irreductible P(x) dont les coef- 
ficients vtrifient certaines inegalites que nous allons prtciser d’abord. 
Let inegalites (5) du corollaire au theoreme 1 montrent que l’entier 0 E K, 
racine de P(x), peut &tre choisi de maniere a ce que I’on ait: 
O<S,<4 et T,(O) 6 ST/8 + 10,4101. 
Par l’intgalite entre moyennes arithmetique et gtometrique on trouve 
l’inegalite a8 < 5 quelque soit la valeur choisie de S, . Le resultat plus precis 
a, = 1 est alors une consequence du lemme 1 car ~1~ est une norme. 
On calcule des majorations pour les fonctions T,,,(8) pour m E Z - {0,2} 
a l’aide du theoreme 2 avec N = 1 et T= lo,4101 + a$8; la partie entiere de 
ces majorations, que nous noterons simplement T,,,, suffit a Ctablir les 
inegalites IS,/ < T,,,. Nous indiquons dans le tableau I suivant les valeurs 
de T,,, que nous utiliserons plus tard. 
On peut reduire encore le nombre de polynomes qu’il faut considerer en 
remarquant que pour les entiers 1 + 0 et 1 - 6 de K on a les formules: 
T,( 1 + 0) = T,(0) + 2S, + 8, 
et qu’une nouvelle utilisation de l’inegalite entre moyennes permet d’ecrire: 
P(-l)=N,,(l +8)6(T,(l +0)/8)4 
P(1)=N,,,(1-8)6(Tz(l-Q)/8)4. 
TABLEAU I 
m a, =o a,=-1 a,= -2 a,=-3 a,= -4 
-4 44 48 60 87 140 
-3 22 23 27 35 50 
-2 12 13 14 16 19 
-1 8 9 9 9 9 
2 10 10 10 11 12 
3 14 14 16 18 21 
4 22 23 26 32 40 
5 37 40 47 60 81 
6 65 69 85 116 168 
I 113 123 157 226 350 
8 200 221 292 442 730 
9 356 397 544 867 1525 
10 631 715 1013 1701 3188 
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On dtduit ainsi, pour chaque valeur de S,, les majorations indiqdes 
dans le tableau II. 
La recherche de tous les polynbmes irreductibles dont les racines 
veritient les inegalites preddentes a CtC realisee sur l’UNIVAC 1110 du 
Centre de Calcul de Wniversite de Paris-Sud. Les calculs ont CtC organists 
de la man&e suivante: 
Pour chaque valeur de S, on introduit les constantes T, du tableau I et 
les majorations du tableau II. Les valeurs que l’on va assigner aux 
fonctions symetriques S, pour 2 d m 6 8 doivent verifier non seulement 
(S,J < T,,, mais aussi la congruence 
m-1 
S,- - 1 a,S,,-, (modm), 26m68 
i= I 
deduite de la formule (1). 
Pour P( 1) et P( - 1) on ne prend en consideration que les valeurs com- 
patibles avec les conclusions du lemme 1 et du corollaire au lemme 2. 
Les differents polynomes que l’on calcule sont ordonnts de la man&e 
suivante: on prend, dans l’ordre, les plus grandes valeurs possibles pour 
Sz, S3, P( 1). P( - 1 ), S, et S5 et on determine les coefficients du premier 
polynome. Les polynomes suivants s’obtiennent en diminuant a chaque fois 
S, de 5 unites, ce qui a pour effet d’augmenter dune unite la valeur de a5 et 
de diminuer dune unite la valeur de u, les autres coefficients n’etant pas 
modifies. Lorsque la repetition de ce processus conduit a une valeur de 
S, < - T, on diminue S4 de 4 unites, on reprend la plus grande valeur 
possible de S5 et on recommence. Lorsque la valeur de S, est plus petite 
que - T4 on diminue P( - 1) dune unite (en fait de deux unites a cause du 
lemme 2) et on reprend les plus grandes valeurs de S4 et S,, etc. 
Pour a, = 0 on peut imposer la condition suppltmentaire S3 > 0 et pour 
a, =0 et S,=O on a pris a,>O. 
Pour chaque polynome ainsi obtenu on a a decider s’il doit etre imprime 
ou s’il peut etre negligt. On utilise pour cela des criteres comparant les 
donnees numeriques calculees a partir des racines du polynbme a celles qui 
ont ete ttablies theoriquement. Le premier critere utilise est la comparaison 
deS_,= -a,i T- , ; en plus de sa simpliciti, ce critere presente l’avantage 
suivant: si l’on a a, < - T mI pour une valeur don&e de S,, cette inegalite 
TABLEAU II 
a, =o a,= -1 a,= -2 a,= -3 a,= -4 
O<P(-l),< 28 43 67 103 159 
O<P(l) < 28 18 11 8 1 
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reste valable pour toutes les autres valeurs de Ss qui restent g considerer et 
on modifie directement la valeur de S,. 
Aprb avoir compare Se2 g Te2 on regarde si P(X) rtduit mod 2 figure 
parmi les polynomes decrits dans le lemme 2 et on calcule ensuite 
S,, Se3, S,, L, &, S9 et Slo. 
Dans le cas a, = 0, od le nombre total de polynomes examines a Ctt de 
806101, on a constate que parmi les 680000 premiers polynbmes ttudits 
l’examen de S,, S-z, la factorisation de P(X) mod 2, S, et S-, avait per- 
mis deliminer plus du 95,6*X des polynbmes. 
Apres avoir calcule le discriminant d,, de P(x) par la formule (2) avec 
m = 4 on calcule les racines de P(x) (sauf si P(x) est de type 0 et d, < 109) 
pour tester, d’une part, I’irreductibilite du polynome et, d’autre part, com- 
parer la valeur de Tz(l?) donnee par les racines a celle donnee par la 
premiere inegalite de (5 ). 
Si d, n’est pas dans l’intervalle 1052356 <d, 6 4209424, on cherche a 
exprimer d,, sous la forme d, = a*d, et on verifie que s’il existe une telle 
valeur de a, alors tous les diviseurs premiers de a divisent le conducteur de 
Z[0] dans Z,, ce qui peut @tre fait a l’aide du theoreme 6 de [13]. 
Un polynome ayant passe tous ces tests pour lequel on peut avoir 
1052356 6 dK< 3000000 est imprime et on va construire le polynome 
suivant. 
Le temps de calcul y compris l’entree et sortie de dormies a ete le 
suivant: 
UI 0 -1’ -2 -3 -4 
tempsdecalcul 3m. 49s 7m. 2s 6m. 55s 7m, 12s 6m, 23s 
5. CORPS CONTENANT UN SOUS-CORPS QUADRATIQUE 
Si le corps K contient un sous-corps quadratique k, le thtoreme 1 aftirme 
qu’il existe un entier 19 E K, 0 $ k dont la valeur de T?(0) est bornee par 
T,(B)<: i ITr,(~)12+y6(1656110/(16)dk~))‘~6. 
r=l 
Cet entier 0 peut ne pas &tre primitif dans K/Q et appartenir soit a un 
sous-corps quadratique autre que k, soit a un sous-corps quartique de K. 
Puisque l’ttude des corps K contenant un sous-corps de degre 4 sur Q fait 
’ Le temps de calcul pour a, = - 1 est certainement infhieur A 7 m, 2 s. En effet, les 
rhltats complets ont CtC obtenus aprts deux passages du m&me programme sur I’ordinateur 
et la compilation ainsi qu’une partie des calculs ont Btk rkalists deux fois. 
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l’objet du paragraphe suivant, nous nous bornerons, dans ce paragraphe, a 
l’etude des entiers qui sont primitifs dans l’extension K/Q. 
Dans ces conditions, 6’ est racine dun polynome irreductible sur k: 
et on a 
P(x) = n(x) * Lr(x), 
avec W(x) = x4 + If= 1 (crcl;) x4 - i, ou CT est le generateur du groupe de 
Galois de l’extension k/Q. 
D’apres [12, formule 2-121, le discriminant dk de k est majore par 
ldkl d +y,( 1656110/8)“’ < 5,21 
et les seuls corps quadratiques qu’il faut prendre en consideration sont 
as(fl), Q(,/-l) et Q(d). 
Avant de parler du choix de 8, particulier a chaque sous-corps quadrati- 
que, supposons que 6 ait tte tixe. On utilise alors le thtoreme 2 pour 
calculer des majorations pour les fonctions T,(8) et on a pour m E N: 
oh les Z, sont des fonctions symetriques relatives definies au paragraphe 1 
et CT le gentrateur de Gal(k/Q). 
Si le corps k est imaginaire on a 
est reel (et dans ce cas k = Cl($)) 
IZ,,,\ = \oC,( pour tout m E N, mais si k 
on ax,,=(a+hfi)/2, a~b (mod2) 
et 
lC,l + W;,l = max{ 14, I@ fi}. 
Les coefficients du polynbme relatif Z7(x) se calculent a partir des fonctions 
symetriques relatives C,(0), 1 6 m < 4, par des formules analogues aux for- 
mules (1). 
Signalons encore que si { 1, w} est une base d’entiers de k, on peut 
choisir Z, sous la forme a + bw avec - 2 < a < 0 et - 2 < b < 1 en jouant 
simplement avec les translations par des entiers de k et la multiplication 
par - 1; on peut, pour les memes raisons, negliger les couples (a, b) = (0, 1) 
et (-2,l). 
Pour le corps k = a($) et compte tenu du choix, arbitraire, du 
plongement de k dans R on peut se limiter g la consideration des valeurs 
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suivantes de C, (pour lesquelles on a indique aussi la majoration de T,(B) 
donnee par la formule (4)): 
Z,(O)= -2 -&3+&, -(I+&) -1 -f(l+JS, -Jj 0 
T,(O)< 10,73 lo,48 11,73 9,23 9,48 11,23 8,73 
Tr,,,(B) = -4 -3 -2 -2 -1 0 0 
En comparant ces valeurs de T2(0) a celles utilisees au paragraphe 4 on 
s’apercoit que seulement ,ZI = - (1 + fi) et Z, = - ,/s peuvent conduire 
a des nouveaux corps; et on a d’apres le theoreme 2: T, 6 11, T3 6 18 et 
T,<33 pour x1=-(1+,/?) et T,<ll, T,<17, T,<29 pour 
c,= -Jj. 
Apres avoir construit tous les polynbmes irreducibles ayant IL,,,1 dans 
ces limites pour m = 2,3,4, on n’a trouvt qu’un seul polynome dont une 
racine engendre un corps totalement imaginaire de degre 8 et discriminant 
< 1656110 (mis a part, bien entendu, ceux qui avaient Cte trouves 
auparavant a partir des calculs decrits au paragraphe 4). Ce polynome 
est x8 - 2x7 + x6 - x5 + 4x4 - 8x3 + 9x2 - 4x + 1 de discriminant d, = 
41*. 1578125 et pour lequel on a T,(e)= 10,94. 
L’etude des corps K contenant Q(G) ou Q(n) comme sous-corps 
est simplitiee par la presence de racines de l’unite complexes. Pour les corps 
contenant Q(&i) on a dQ Ctudier seulement la valeur C, = 
-2( 1 + fi) et aucun polynome nouveau n’a tte trouve. Finalement, 
pour les corps contenant Q(o), les majorations de T2( (3) correspondant 
aux differentes valeurs possibles de C, etaient toutes inferieures a celles 
utilisees dans le paragraphe 4 et aucun calcul nouveau n’a tte necessaire. 
6. CORPS CONTENANT UN SOUS-CORPS QUARTIQUE 
Dans ce paragraphe on designe par K un corps totalement imaginaire de 
degre 8 et discriminant dK d 1954287 contenant un sous-corps k de degre 4 
sur Q. 
L’extension K/k etant abelienne il est commode d’utiliser la theorie du 
corps de classes pour determiner les extensions quadratiques relatives des 
corps quartiques. Tous les corps de degre 4 utilises ainsi que les polynomes 
qui les detinissent ont tte pris dans les tables de Godwin [46]. 
(a) Extensions K/k non ramijiiees aux places jinies 
On note h = h(k) le nombre de classes au sens ordinaire et h + = h+(k) le 
nombre de classes au sens restreint de k. On a alors le rtsultat suivant: 
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TH~ORPME 3. Pour tous les corps k de degrP 4 aver ldk\ d 1397 on a 
h=l et h’<2, rt+galit& h+ = 2 Ptant v&rifiiPe pour les 4 corps suivants: 
WiGqi) de discriminant - 1323, 
Q(J5 + 4 $1 de discriminant - 1315, 
Q(JGz$) de discriminant 1125, 
CI(tI) avec t34 - 403 + 902 - 68 + 1 = 0 de discriminant - 1328. 
Ddmonstration. Que l’on ait h + = 2 pour les 4 corps de I’enonce rtsulte 
de l’existence de polynbmes irreductibles detinissant une extension de k non 
ramiftee aux places tinies et trouves par les methodes du paragraphe 4. 
Les tables de minoration de discriminants montrent que les intgalites 
h+ > 3 (resp. h+ 3 2) entrainent jd,J > 3020 (resp. jd,J > 1027) et, si k n’est 
pas totalement imaginaire, h 2 2 entraine ldkl 2 1846. Si l’on tient compte 
des corrections locales (cf. paragraphe 3) l’inegalite h + > 2 entraine 
\dkl >, 1391 (resp. (dkl > 1924) lorsque k contient un ideal (resp. au moins 
deux ideaux ) de norme 2. 
Pour les corps quartiques dont le nombre de classes nest pas deja deter- 
mine par ces considerations on peut proceder de la man&e suivante: pour 
les corps de discriminants - 1099, - 1107 et - 1371 on met en evidence 
une unite de signature ( 1, - 1 ), ce qui entraine h + = 1 pour ces corps. Pour 
les corps de discriminants 1229 et 1264 on veritie que tous les ideaux de 
norme d 5 (borne de Minkowski) sont principaux et on a ainsi h = h + = 1. 
Pour les corps Q(Jm), Q(J11 + llJZ), Q(Jm) 
et Q(,/s, J’>) de discriminants respectifs 1088, 1089, 1168 et 1225 on 
demontre que l’on a h = 1 au moyen de la formule des classes ambiges de 
Chevalley [7], car ils contiennent un sous-corps quadratique de nombre de 
classes 1 et il n’y a, a chaque fois, qu’une seule place ramitiee dans l’exten- 
sion relative a ce sous-corps. Finalement, pour les corps Q(Jm), 
Q(,/w), Q(dm) et Q(dFfl)) de discrimi- 
nants respectifs 1040, 1161, 1197, et 1197 on demontre encore que l’on a 
h = 1. Montrons avec un exemple comment on obtient ce dernier resultat: 
considerons le corps k = Q(,/m); il y a deux places ramitiees dans 
l’extension k/Q(D) et, d’apres la formule des classes ambiges, on a 
h = 1 s’il y a une unite de Q(n) qui n’est pas une norme. Le corps 
5-adique Qe, contient les racines quatritmes de l’unite et aSa, = Q,. 
L’extension Q ,(Jw)/Q 5 se ramifie en 5, la ramification etant 
mod&&e; alors L/- 1 est une norme dans Q, si et seulement si fi est un 
carre dans le corps residuel, ce qui n’est pas le cas. Par consequent &? 
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n’est pas une norme dans Q(G) et le nombre de classes de k est tgal 
ii 1. 
(b) Extensions K/k ram@es aux places finies 
L’existence d’extensions K/k ramitiees aux places tinies est une simple 
consequence des rtsultats obtenus dans le paragraphe 4. Les calculs servant 
a justifier qu’il n’y a pas d’autres extensions de ce type sont tres fastidieux 
et nous ne les decrirons pas en detail. On a procede de la man&e suivante: 
le discriminant relatif 6 (cf. paragraphe 1) est le produit d’un ideal So de k 
par I’ensemble des places reelles intinies de k (car K est totalement 
imaginaire), et la congruence (3) du paragraphe 1 devient alors 
N&J = Nk,Q@O) = 0, 1 (mod 4) 
car k contient 0, 2 ou 4 places reelles. 
On a etudie d’abord l’existence possible d’une extension K/k en tixant la 
valeur de N(6,) pour 1 < N(6,) < 16 et en examinant les corps de dis- 
criminant 
1052356/N(&) 6 IdA 6 1954287/N(&). 
On a examine ensuite pour change corps k de discriminant l&l < 339 les 
valeurs de N(6,) dans I’intervalle 
max{ 17, 1052356/(~&/~) <NN(S,)< 1954287/l&)‘. 
Les simplifications et les techniques utilisees dans la recherche de ces 
extensions sont recueillies dans lex deux lemmes suivants: 
LEMME 3. Pour d, < 1954287 on a. 
(i) Si N( 6,) = 7 . m aver m premier d- 7, alors d, 3 136 1652. 
(ii) Si N(6,)=5.m avec mpremier ci 5, alors d,3 1656110. 
(iii) On a N(6,) # 3. m avec m premier ci 3. 
(iv) Si N(6,) = 0 (mod 2) alors on a: 
(1) N(&,)sO (mod 16), 
(2) VAN&)) 5 0 (mod 2), 
(3) d, 2 1930695. 
(v) Si 6, = Hf= 1 f4?, alors mi= 1 pour N(#z.~) f 0 (mod 2). 
DPmonstration. Les parties (i), (ii) et (iii) proviennent des minorations 
de discriminants avec corrections locales (cf. paragraphe 3); (v) est Cvidente 
car la ramification est mod&e. Pour demontrer (iv) remarquons d’abord 
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que la ramification dun ideal b de k au-dessus de 2 dans K/k est sauvage. 
D’apres les minorations de discriminants. si fi est de norme 2 il doit rester 
inerte dans K/k et on a d, 2 1930695. Si #Z est de norme 4 et se ramifie dans 
K/k, alors d, 3 1930695 et u,(N( fi)) > 4 est paire. Si ;12 est de norme 8 et se 
ramifie dans K/k on a, dune part, d, 2 1930695 car il y a dans k un autre 
ideal de norme 2 et, d’autre part, uz(N( #z)) 2 6; si l’on avait u,(N( fi)) > 9, 
on aurait [dkl d 61 ce qui est impossible car pour les corps quartiques on a 
ldkl 3 117. Ce dernier argument montre aussi qu’un ideal fi de norme 16 ne 
peut pas se ramifier dans K/k et le lemme est dtmontrt. 
LEMME 4. Pour qu’il existe une extension K/k avec d, 6 1954287, de dis- 
criminant relatif 6 il faut et il suffit que Pindice du sowgroupe engendre par 
les unit& totalement positives de k dans le groupe (Z,/S,)* soit pair. 
DPmonstration. On note E(k) le groupe des unites et H(k) le groupe de 
classes d’ideaux du corps k. 
On consider-e l’application 0: E(k) + { k 1 }‘, oh r’ est le nombre de 
places reelles de k. Le theoreme 3 montre que G est surjective car pour tout 
corps k avec ldkl d 625 on a h = h + = 1 et on dtduit que (Z,/S,)* et 
(Z,/S)*/( GE(k)) sont isomorphes. 
Soit 6, = n:=, byj la decomposition en produit d’ideaux premiers de &, 
et designons par Z6 le groupe d’ideaux de k premiers a 6, et par P, c Z6 le 
sous-groupe des ideaux principaux engendrb par un entier c( totalement 
positif tel que ~,,(a - 1) 2 mi pour 1 < i < t. L’enonce du lemme est alors 
une consequence de la suite exacte 
0 --) (Z/S,)* + Z,/P, + H(k) + 0 
et de la bijection entre Is/P6 et les extensions abeliennes de k dont le dis- 
criminant est un diviseur de 6. 
7. RBSULTATS 
Les resultats obtenus a partir des calculs decrits aux paragraphes 4, 5 et 
6 ont dQ &tre depouilles. Pour certains polynomes P(x) avec P(f3) = 0 on a 
dG determiner la ramification dans le corps K = Q(6) pour savoir si le dis- 
criminant de K verifiait les inegalitb 
1025356 < d, < 1656110; 
ensuite, on a consideri: tous les polynomes qui donnaient une m&me valeur 
de d, pour verifier que les corps engendrts par les racines de ces polynomes 
Ctaient isomorphes. C’est ainsi qu’on a obtenu le resultat suivant: 
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THBOR~ME 4. II y a, h isomorphisme prt?s, exactement 15 corps de 
degrP 8 totalement imaginaires ayant un discriminant < 16.56110. Tous ces 
corps sent caractdri.6 par leur discriminant. 
Ces 15 corps sont tous euclidiens et ont ktk dkcouverts par Lenstra [9]. 
Pour les corps K imprimitifs, les calculs d&its au paragraphe 6 permet- 
tent d’ktablir le rttsultat suivant, dans I’knonck duquel on dksigne par pf un 
TABLEAU III 
1257728 
1265625 
1265625 
1265625 
1327833 
1361513 
1424293 
1492101 
1513728 
1520789 
1578125 
1601613 
1750329 
1750329 
1750329 
I763584 
1820637 
1890625 
1890625 
1890625 
272 17,” 
125 3, 
225 52 
1135 ‘X.,‘X>‘2,‘X4 
117 97,” 
- 283 17,. x , “XIl 
-331 13, x, r ?l’ 
117 109,h 
144 73,’ 
229 29,’ 
175 101, 
117 3:. 13, 
189 72 
441 3, 
- 1323 x, X’, 
-1328 ‘X’ , x 2x 
117 7 19 h.k I / 
125 ll,.ll{h 
-275 52.x,‘,x, 
- 1375 x ( ;c’, 
U 17, est le seul id&al au-dessus de 17 ramifit dans k/Q. 
h I1 y a deux extensions conjugukes. 
‘0“-fI-l=Oet0=--5(mod17,). 
“04-0,2+3B-l =0 et 0~2 (mod 13,). 
’ 11 y a 4 extensions conjugukes. 
‘F-H+ 1 =0 et Or -4 (mod29,). 
X04-403+902-66-k 1 =O. 
hOn a Jrp)=)(7-& 3) (mod 7,) et z -$(9+vG) (mod 19,) 
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idkal du corps quartique k au-dessus de p de degrCt r&duel f et par cc, ;, 
i B 4 les places rCelles de k: 
TH~ORI~ME 5. Les seuls corps totalement imaginaires de degrP 8 et dis- 
criminant < 1954287 ayant un sous-corps de degri 4 sont ceux du tableau III. 
Ils sont tous caractkrisb, ir isomorphisme prPs, par leur discriminant. 
8. RBSULTATS COMPLkMENTAIRES 
L’acceptation de la validitt: de l’hypothtise de Riemann gCn&raliske 
(GRH) pour la fonction &a de Dedekind du corps K conduit g des 
minorations de discriminants avec corrections locales bien meilleures que 
celles obtenues dans le cas inconditionnel. 
Avec les notations du paragraphe 3 on obtient, sous GRH, les 
minorations suivantes: 
P Y Minoration 
2 2 3981761 
3 3 2835383 
2 4 227669 1 
5 5 1954287 
Les simplifications dont il a tttC question dans les lemmes 1, 2 et son 
corollaire sont valables, sous GRH, pour tous les corps de discriminant 
f 1954287 et il semble raisonnable d’envisager que la diffkrence entre la 
majoration de T,(B) utilisCe au paragraphe 4 et celle dkduite du thkorkme 
de Hunter et Pohst avec d= 1954287 (qui vaut lo,66 + af/8), n’affecte pas 
les rCsultats obtenus ti partir des calculs d&crits aux paragraphes 4 et 5. 
Ces arguments nous amknent g bnoncer la conjecture suivante qui n’est 
pas, rtpCtons-le, une consCquence immCdiate de GRH: 
CONJECTURE. II y a, ti isomorphisme prPs, e.uactement 25 corps de 
degrP 8 totalement imaginaires de discriminant < 1954287. Tous ces corps 
sont caractPrisPs par leur discriminant. 
Ces 25 corps sont tous euclidiens. Ce fait ttait dbjti connu pour 24 parmi 
eux, dCcouverts soit par Lenstra [9], soit par Leutbecher et Martinet [lo]. 
Le seul corps qui ne figure pas dans l’une ou l’autre de ces deux tables est 
le corps de discriminant 1750329, cl6ture galoisienne du corps 
C&/“-l d e d‘ lscriminant 189 [4]. A. Leutbecher a dtmontrt au 
moyen des techniques d&rites dans [lo] qu’il est aussi euclidien. 
Pour tous les corps figurant dans les tables [9] ou [lo] de corps 
euclidiens, 1 l’exception d’un seul, nous avons obtenu un polynBme irrtduc- 
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tible dont une racine engendre ce corps. L’exception est le corps K = 
a(,/-, dm) de discriminant 2313441 qui est ie corps de classes de 
Hilbert de Q(G). L’absence de ce corps parmi ceux obtenus au 
paragraphe 4 montre la necessite de l’etude realisee au paragraphe 6. 
En m&me temps nous avons dtcouvert des corps ayant un discriminant 
< 3.106 dont nous ne savons pas s’ils sont euclidiens. Bien que la liste de 
ces corps n’ait aucune raison d’&tre complete pour d, > 1954287, il nous a 
semble interessant de la publier. 11 y a dans cette liste (tableau IV) 18 
nouveaux corps (y compris celui de discriminant 1750329) et nous avons 
indiqut pour chaque corps l’un des polynomes irreductibles trouves. Pour 
les corps contenant un sous-corps k nous avons factorise P(x) dans k[x], 
k etant, chaque fois, l’un des sow-corps de plus grand degre absolu. 
Finalement, sous la colonne L nous avons indiqut la valeur de la plus 
petite norme d’un ideal du corps K. 
TABLEAU IV 
d, PolynSme: a, ,..., a, 
1750329= 36.74 -f(l -#l +JF)). -i 
2067245=5.643' --(a’-2a+2), 1 -a 
2 112973 premier -I, -2,2,0,-l,l,O,f 
2363909 premier -2,2,-1,2,-3.3,-2.1 
2381293=619.3847 -1.2, -1.2, -4.4, -3,l 
2477709=3”.13’.181 $[,+a[:). -$(acj+l) 
25042 13 premier 0, -3, -1,5,2, -3, -1,l 
2536333=71.139.257 -1, -1.2.2, -2, -2. 1.1 
2560000=2".54 -f(l+JJ)(i+Jq,f(l+J)&i 
2671805=5.17’-43’ -I, l-L-2 
2712933=34.33493 0, -l.@l, -1 
2814949=59.47711 0, 1, -3, 3, -2, 3, -3, 1 
2828125=56.181 i:. i&l +is) 
2844928=2*.11113 -&i-Ji.-2+& 1 
2868805=5.573761 -l,O, l,O, -2,4, -3, 1 
2970513=3“~7.13’.31 -[:.$([,+a[;) 
2974393=19.37.4231 -1, -1, 1,2,0, -2.0, 1 
2985984=2'z.36 -(I +J-1,. -i: 
Sowcorps L 
Q(JYJ5) 9 
Q(a) 
Q 
Q 
Q 
Q(a) 
Q 
Q 
Q(J=. J% 
Q(a) 
Q(J-=s) 
Q 
5” 
5 
5 
5 
7fJ 
5 
5 
4 
5' 
7 
7 
11 
5 
5 
7h 
8 
4 
“a4-3a3+3a*+a-1 =0 et d,,,,= -643 
“a=Jm. 
ca4-a3+2a2-l=Oet dQ,.,= -731. 
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Remargue. La prksence de corps ayant un idkal premier de norme 5 
n’est pas surprenante car nos critkes ont exclu seulement les polyn6mes 
irrkductibles de degrt 8 pour lesquels on avait uJP(a)) = 1 pour a = - 1,0 
et 1. 
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